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1 Úvod

Matematické kyvadlo je nejjednodušš́ı model kyvadla. Předpokládáme,
že matematické kyvadlo popisuje pohyb hmotného bodu o hmotnosti m
zavěšeného na tenkém vláknu délky l zanedbatelné hmotnosti (obrázek 1).
Zanedbáváme odpor vzduchu při pohybu kyvadla a třeńı v závěsu, gra-
vitačńı pole uvažujeme homogenńı. Matematické kyvadlo je mechanický os-
cilátor, po dodáńı počátečńı energie volně kmitá bez vněǰśıho p̊usobeńı.

Obrázek 1: Matematické kyvadlo.
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2 Odvozeńı rovnice

2.1 Odvozeńı pomoćı silové rovnováhy

Odvozeńı diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı pohyb matematického kyvadla
je základńı úloha mechaniky. Na hmotný bod p̊usob́ı t́ıhová śıla Fg = mg,
kterou rozlož́ıme na složky, z nichž jedna je kolmá a druhá je rovnoběžná
s okamžitým směrem pohybu hmotného bodu. Vychýĺıme-li hmotný bod z
rovnovážné polohy o výchylku θ, velikost výsledné śıly F se rovná

F = −mg sin θ, (1)

kde m je hmotnost hmotného bodu, g je vektor t́ıhového zrychleńı. Podle
Newtonova druhého zákona plat́ı vztah

F = ma, (2)

kde m je hmotnost hmotného bodu, a je vektor zrychleńı. Z (1) a (2)
dostáváme a = −g sin θ. Pro zrychleńı plat́ı a(t) = lθ

′′
(t), potom dostáváme

lθ
′′

= −g sin θ,

po úpravě dostáváme pohybovou rovnici matematického kyvadla

θ
′′

+
g

l
sin θ = 0, (3)

kde g je t́ıhové zrychleńı, l délka vlákna.

2.2 Odvozeńı pomoćı zachováńı mechanické energie

Diferenciálńı rovnici pohybu matematického kyvadla odvod́ıme i ze zákona
zachováńı mechanické energie. Při pohybu hmotného bodu o výšku ∆h se
změńı potenciálńı energie o hodnotu mg∆h, přeměńı se na kinetickou ener-
gii. Změna potenciálńı energie je dána vztahem

∆U = mg∆h,
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a změna kinetické energie je dána vztahem

∆K =
1

2
mv2.

Změna potenciálńı a změna kinetické energie se rovnaj́ı na základě zákona
zachováńı energie

1

2
mv2 = mg∆h,

v =
√

2g∆h. (4)

Obrázek 2: Vychýleńı matematického kyvadla.

Pro obloukovou délku s plat́ı

s = lθ,

v =
ds

dt
,

v = l
dθ

dt
. (5)
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Použit́ım vzorce (5) a dosazeńım do (4) dostaneme

dθ

dt
=

1

l

√
2g∆h. (6)

Když se kyvadlo vychýĺı z počátečńı výchylky θ0 (obrázek 2), potom je
počátečńı svislá vzdálenost h0 dána vztahem

h0 = l cos θ0,

obdobně pro θ plat́ı vztah

h1 = l cos θ,

pro ∆h = h1 − h0, rozd́ıl dvou výšek, plat́ı

∆h = l(cos θ − cos θ0), (7)

Dosazeńım (7) do (6) dostaneme vztah

dθ

dt
=

√
2g

l
(cos θ − cos θ0).

Zderivováńım této rovnice dostaneme

d

dt

dθ

dt
=

d

dt

√
2g

l
(cos θ − cos θ0),

d2θ

dt2
= −g

l
sin θ,

θ
′′

+
g

l
sin θ = 0. (8)

Diferenciálńı rovnice (3) a (8) jsou stejné. Můžeme tedy předpokládat, že
je odvozeńı správné.
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3 Diferenciálńı rovnice matematického kyvadla bez

tlumeńı

Diferenciálńı rovnici (3) nelze řešit elementárńımi funkcemi. Pro řešeńı
často použ́ıváme linearizaci, při které se omezujeme na dostatečně malé
výchylky θ.

3.1 Lineárńı rovnice bez tlumeńı

Je-li výchylka θ dostatečně malá, tedy do 5◦, můžeme uvažovat sin θ ≈ θ,
protože absolutńı chyba Taylorova rozvoje prvńıho řádu funkce sinus kolem
nuly je do 5◦ menš́ı než 10−5. Po dosazeńı do rovnice (3) řeš́ıme lineárńı
diferenciálńı rovnici druhého řádu

θ
′′

+
g

l
θ = 0. (9)

Obecné řešeńı této diferenciálńı rovnice je

θ(t) = C1 cos(

√
g

l
t) + C2 sin(

√
g

l
t), C1, C2 ∈ R.

Když přidáme počátečńı podmı́nky

θ(0) = θ0,

θ
′
(0) = 0,

dostaneme partikulárńı řešeńı

θ(t) = θ0 cos(

√
g

l
t),

kde θ0 je počátečńı úhlová výchylka.

Řešeńı diferenciálńı rovnice 2. řádu popisujeme tzv. fázovým portrétem,
což je množina všech orbit rovnice společně se šipkami, které vyznačuj́ı
pohyb bodu θ(t, θ0) po orbitě s rostoućım časem t. Řešeńı je znázorněno na
obrázku 3. Uzavřené orbity ”ob́ıhaj́ı” kolem singulárńıho bodu (0, 0), který
je stabilńım řešeńım rovnice (9) a jedná se o střed.
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Obrázek 3: Fázový portrét lineárńı diferenciálńı rovnice pro g = 9.81, l = 9.81.

3.2 Nelineárńı rovnice bez tlumeńı

Je-li výchylka θ velká (větš́ı než 5◦), nemůžeme rovnici (8) linearizo-
vat. Řešeńı rovnice (8) nemůžeme vyjádřit explicitně pomoćı elementárńıch
funkćı, ale můžeme odvodit vzájemný vztah mezi výchylkou a rychlost́ı
matematického kyvadla a určit trajektorie řešeńı z fázového portrétu, viz
obrázek 4.

Řešeńı rovnice (8) reprezentována trajektoriemi fázového portrétu:

Rovnovážná řešeńı jsou na vodorovné ose (θ
′
= 0):

• Stabilńı středy jsou v mı́stech θ = 2kπ, k = ...,−1, 0, 1, ..., kde je
minimálńı potenciálńı energie.

• Nestabilńı sedlové body jsou v mı́stech θ = (2k+1)π, k = ...,−1, 0, 1, ...,
kde je maximálńı potenciálńı energie.
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Obrázek 4: Fázový portrét nelineárńı diferenciálńı rovnice pro g = 9.81, l = 9.81.

Periodická řešeńı jsou stabilńı:

• Trajektorie tvoř́ı otevřené křivky (v horńı a dolńı části obrázku 4),
hmotný bod se otáč́ı kolem závěsu.

• Trajektorie tvoř́ı uzavřené křivky kolem střed̊u a hmotný bod se chová
obdobně jako při linearizaci.

4 Diferenciálńı rovnice matematického kyvadla s tlu-

meńım

Diferenciálńı rovnice (3) a (9) popisuj́ı pohyb hmotného bodu, který je
ovlivněn jen t́ıhovou silou. V reálněǰśı situaci ale docháźı k tlumeńı vlivem
ztráty energie. Tlumeńı můžeme např́ıklad připsat oleji v ložisku závěsu.
Uvažujeme, že je śıla zp̊usobená tlumeńım úměrná θ

′
a p̊usob́ı v opačném

směru pohybu kyvadla.
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4.1 Nelineárńı rovnice s tlumeńım

Nelineárńı rovnici pohybu kyvadla s tlumeńım určuje vztah

θ
′′

+
b

m
θ
′
+
g

l
sin θ = 0, (10)

kde b je tlumı́ćı konstanta, m hmotnost hmotného bodu, g t́ıhové zrychleńı,
l délka vlákna.

Obrázek 5: Fázový portrét nelineárńı diferenciálńı rovnice s tlumeńım pro b = 1, m = 4,
g = 9.81, l = 9.81.

Řešeńı rovnice (10) lze určit z fázového portrétu (obrázek 5). Fázový
portrét se od kyvadla bez tlumeńı lǐśı t́ım, že se stabilńı středy změnily na
stabilńı ohniska, neobjevuj́ı se otevřené a uzavřené trajektorie.
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4.2 Lineárńı rovnice s tlumeńım

Lineárńı rovnici pohybu kyvadla s tlumeńım určuje vztah

θ
′′

+
b

m
θ
′
+
g

l
θ = 0, (11)

kde b je tlumı́ćı konstanta, m hmotnost hmotného bodu, g t́ıhové zrychleńı,
l délka vlákna a výchylka θ je menš́ı než 5◦.

Obrázek 6: Fázový portrét lineárńı diferenciálńı rovnice s tlumeńım pro b = 1, m = 4,
g = 9.81, l = 9.81.

Řešeńı rovnice (11) lze vyč́ıst z fázového portrétu (obrázek 6). Singulárńı
bod (0, 0) je stabilńım řešeńım rovnice, jedná se o stabilńı ohnisko. Od li-
nearizované rovnice bez tlumeńı se fázový portrét lǐśı jen v kvalifikaci sin-
gulárńıho bodu, mı́sto středu je zde ohnisko.
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5 Autonomńı systém

5.1 Autonomńı rovnice druhého řádu

Diferenciálńı rovnici druhého řádu

x
′′

= f(x
′
, x)

převedeme pomoćı transformace (x(t), x
′
(t)) 7→ (x(t), y(t)) na soustavu

dvou rovnic
x

′
= y,

y
′
= f(x, y),

kterou nazveme autonomńı.

Fázový prostor řešeńı x(t) je rovina x, x
′
, do které vynáš́ıme body se

souřadnicemi hodnot řešeńı a jeho derivaćı. Fázový portrét řešeńı rovnice
druhého řádu v rovině x, x

′
jsou orientované křivky.

Úplná řešeńı autonomńı soustavy maj́ı tři druhy trajektoríı:

• singulárńı bod - řešeńı x(t) je konstantńı,

• cyklus, uzavřená křivka - řešeńı x(t) je periodické,

• otevřená neprot́ınaj́ıćı se křivka - trajektorie řešeńı představuje prosté
zobrazeńı otevřeného intervalu do fázového prostoru.

5.2 Singulárńı body v rovině

Izolovaný singulárńı bod (x0, y0) nazveme:

• střed - každým bodem okoĺı (x0, y0) procháźı trajektorie uzavřené
křivky (cyklus),

• uzel - každým bodem okoĺı (x0, y0) procháźı trajektorie otevřené křivky,
jej́ıž konec (limita) je singulárńı bod (x0, y0) a směrnice tečny trajek-
torie (x

′
, y

′
) má konečnou limitu,
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• ohnisko - každým bodem okoĺı (x0, y0) procháźı trajektorie otevřené
křivky, jej́ıž jeden konec (limita) je singulárńı bod (x0, y0) a směrnice
tečny trajektorie (x

′
, y

′
) má nevlastńı limitu,

• sedlo - v okoĺı bodu (x0, y0) existuj́ı trajektorie, které se s rostoućım t
bĺıž́ı k (x0, y0) a zároveň se s rostoućım t vzdaluj́ı od (x0, y0).

Obrázek 7: Typy singulárńıch bod̊u.

Fázové portréty vykreslujeme v programu MATLAB. Nezbytnou funkćı
je funkce ode45, což je numerická funkce pro řešeńı diferenciálńıch rovnic,
pro vykreslováńı vektor̊u zase použ́ıváme funkci quiver.
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