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1 Uvod

Matematické kyvadlo je nejjednodussi model kyvadla. Predpokladame,
ze matematické kyvadlo popisuje pohyb hmotného bodu o hmotnosti m
zavéseného na tenkém vlaknu délky [ zanedbatelné hmotnosti (obrazek 1).
Zanedbavame odpor vzduchu pii pohybu kyvadla a tfeni v zavésu, gra-
vitacni pole uvazujeme homogenni. Matematické kyvadlo je mechanicky os-
cilator, po dodani pocatecni energie volné kmité bez vnéjsiho pusobeni.
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Obréazek 1: Matematické kyvadlo.



2 Odvozeni rovnice

2.1 Odvozeni pomoci silové rovnovahy

Odvozeni diferencialni rovnice popisujici pohyb matematického kyvadla
je zdkladni dloha mechaniky. Na hmotny bod pusobi tihové sila F, = mg,
kterou rozlozime na slozky, z nichz jedna je kolméa a druh& je rovnobézna
s okamzitym smérem pohybu hmotného bodu. Vychylime-li hmotny bod z
rovnovazné polohy o vychylku 6, velikost vysledné sily I’ se rovné

F = —mgsiné, (1)

kde m je hmotnost hmotného bodu, g je vektor tihového zrychleni. Podle
Newtonova druhého zdkona plati vztah

F = ma, (2)

kde m je hmotnost hmotného bodu, a je vektor zrychleni. Z (1) a (2)

dostdvame a = —gsin 6. Pro zrychleni plati a(t) = 16" (t), potom dostdvame
1" = —gsinb,

po upravé dostavame pohybovou rovnici matematického kyvadla

0+ %Sinﬁ =0, (3)

kde g je tihové zrychleni, [ délka vlakna.
2.2 Odvozeni pomoci zachovani mechanické energie

Diferencialni rovnici pohybu matematického kyvadla odvodime i ze zakona
zachovani mechanické energie. Pfi pohybu hmotného bodu o vysku Ah se
zméni potencialni energie o hodnotu mgAh, premeéni se na kinetickou ener-
gii. Zména potencidlni energie je dana vztahem

AU = mgAh,



a zména kinetické energie je ddana vztahem

1
AK = —mv*.
2
Zména potencialni a zména kinetické energie se rovnaji na zakladé zakona

zachovani energie

1
§mv2 = mgAh,

v = /2GR, (4)
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Obrazek 2: Vychyleni matematického kyvadla.

Pro obloukovou délku s plati

s =10,

/U f— @

dt’

do

=[—.
v o (5)



Pouzitim vzorce (5) a dosazenim do (4) dostaneme

g 1
Kdyz se kyvadlo vychyli z pocatecni vychylky 6, (obrazek 2), potom je

pocatecni svisla vzdalenost hy dana vztahem

ho = [ cos 6,

obdobné pro € plati vztah

hy = lcos @,
pro Ah = hy — hy, rozdil dvou vysek, plati

Ah = [(cos — cos b)), (7)
Dosazenim (7) do (6) dostaneme vztah
df 2
= = \/Tg(cosﬁ — cosby).
Zderivovanim této rovnice dostaneme

ddo d [2g
LY LY (cos0 — cosh
grar i\ 7 teost —costo),

2

%:—YSine,

0"+ Lsing = 0. (8)

[
Diferencidlni rovnice (3) a (8) jsou stejné. Muzeme tedy predpokladat, ze
je odvozeni spravné.



3 Diferencialni rovnice matematického kyvadla bez
tlumeni

Diferencidlni rovnici (3) nelze fesit elementdrnimi funkcemi. Pro feseni
casto pouzivame linearizaci, pii které se omezujeme na dostatec¢né malé
vychylky 6.

3.1 Linearni rovnice bez tlumeni

Je-li vychylka 6 dostatecné mala, tedy do 5°, muzeme uvazovat sin 6 ~ 6,
protoze absolutni chyba Taylorova rozvoje prvniho radu funkce sinus kolem
nuly je do 5° mensf nez 107°. Po dosazeni do rovnice (3) fesfme linedrn{
diferencialni rovnici druhého radu

0" + %9 — 0. 9)

Obecné teseni této diferencidlni rovnice je

6(t) = Cy cos(\/gt) + (Y Sin(\/gt), C1,Cy € R.

Kdyz pridame pocatecni podminky
6(0) = by,
0'(0) = 0,

dostaneme partikularni reseni

0(t) = 6y cos(\/gt),

kde 6y je pocatecni thlova vychylka.

Resenf diferencidlni rovnice 2. faddu popisujeme tzv. fazovym portrétem,
coz je mnozina vsSech orbit rovnice spoleéné se Sipkami, které vyznacuji
pohyb bodu 6(t, fy) po orbité s rostoucim ¢asem ¢. ReSen{ je znizornéno na
obrazku 3. Uzaviené orbity ”obihaji” kolem singuldrniho bodu (0, 0), ktery
je stabilnim feSenim rovnice (9) a jednd se o stted.
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Obrazek 3: Fazovy portrét linearni diferencialni rovnice pro g = 9.81, [ = 9.81.

3.2 Nelinearni rovnice bez tlumeni

Je-li vychylka 6 velkd (vétsi nez 5°), nemuzeme rovnici (8) linearizo-
vat. ReSeni rovnice (8) nemuzeme vyjadiit explicitné pomoci elementérnich
funkci, ale muzeme odvodit vzajemny vztah mezi vychylkou a rychlosti

matematického kyvadla a urcit trajektorie feSeni z fazového portrétu, viz
obrazek 4.

Reseni rovnice (8) reprezentovana trajektoriemi fazového portrétu:

/

Rovnovazna fesSeni jsou na vodorovné ose (6 = 0):

e Stabilni stiedy jsou v mistech § = 2kn, £k = ...,—1,0,1,..., kde je
minimalni potencialni energie.

e Nestabilni sedlové body jsou v mistech 0 = (2k+1)7, k = ..
kde je maximalni potencidlni energie.

L—1,0,1,...,



Obrazek 4: Fazovy portrét nelinearni diferencialni rovnice pro g = 9.81, [ = 9.81.

Periodicka feseni jsou stabilni:

e Trajektorie tvoii oteviené kiivky (v horni a dolni ¢asti obrazku 4),
hmotny bod se otaci kolem zavésu.

e Trajektorie tvoii uzaviené kiivky kolem stiedu a hmotny bod se chova
obdobné jako pri linearizaci.

4 Diferencialni rovnice matematického kyvadla s tlu-
menim

Diferenciélni rovnice (3) a (9) popisuji pohyb hmotného bodu, ktery je
ovlivnén jen tihovou silou. V realnéjsi situaci ale dochazi k tlumeni vlivem
ztraty energie. Tlumeni muzeme napriklad pripsat oleji v lozisku zavésu.
Uvazujeme, Ze je sila zpusobend tlumenim dmérnd 6 a pusobi v opaéném
sméru pohybu kyvadla.



4.1 Nelinearni rovnice s tlumenim

Nelinearni rovnici pohybu kyvadla s tlumenim urcuje vztah

" b li
0+ 0 +Ising =0, (10)
m [

kde b je tlumici konstanta, m hmotnost hmotného bodu, g tihové zrychleni,
[ délka vlakna.

Obrazek 5: Fazovy portrét nelinearni diferencialni rovnice s tlumenim pro b = 1, m = 4,
g=29.81,1=09381.

Reseni rovnice (10) lze urcit z fazového portrétu (obrazek 5). Fazovy
portrét se od kyvadla bez tlumeni lisi tim, ze se stabilni stfedy zménily na
stabilni ohniska, neobjevuji se oteviené a uzaviené trajektorie.
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4.2 Linearni rovnice s tlumenim

Linearni rovnici pohybu kyvadla s tlumenim urcuje vztah

” b/ g
0 +—60 +=0=0 11
+—0 +7 , (11)

kde b je tlumici konstanta, m hmotnost hmotného bodu, g tihové zrychleni,
[ délka vlakna a vychylka 6 je mensi nez 5°.

Obréazek 6: Fazovy portrét linearni diferencidlni rovnice s tlumenim pro b = 1, m = 4,
g=9.81,1=9.8l.

Reseni rovnice (11) lze vyéist z fazového portrétu (obrézek 6). Singuldrni
bod (0,0) je stabilnim feSenim rovnice, jedna se o stabilni ohnisko. Od li-
nearizované rovnice bez tlumeni se fazovy portrét lisi jen v kvalifikaci sin-
gularniho bodu, misto stredu je zde ohnisko.
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5 Autonomni systém

5.1 Autonomni rovnice druhého radu

Diferencialni rovnici druhého radu

7 = f(scl,x)

pfevedeme pomoci transformace (x(t),z (t)) — (x(t),y(t)) na soustavu
dvou rovnic

kterou nazveme autonomni.

/ 4 ~ ~ / . . / / Z~ 7
Fézovy prostor feseni x(t) je rovina x,z, do které vynasime body se
souradnicemi hodnot Teseni a jeho derivaci. Fazovy portrét feSeni rovnice
/ ~ / . v / . . / ~ .
druhého tadu v roviné x,x jsou orientované krivky.

[jplnzi feSeni autonomni soustavy maji tii druhy trajektorii:
e singularni bod - feseni z(t) je konstantni,
e cyklus, uzaviena kiivka - feseni x(t) je periodické,
e oteviend neprotinajici se ktivka - trajektorie feseni predstavuje prosté
zobrazeni otevieného intervalu do fazového prostoru.

5.2 Singularni body v roviné

Izolovany singularni bod (xg, y9) nazveme:

e stifed - kazdym bodem okoli (z,1y) prochazi trajektorie uzaviené
kiivky (cyklus),

e uzel - kazdym bodem okoli (¢, yy) prochazi trajektorie oteviené kiivky,
jejiz konec (limita) je singuldrni bod (¢, o) a smérnice tecny trajek-
torie (z,y) ma koneénou limitu,
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e ohnisko - kazdym bodem okoli (xg,yq) prochdzi trajektorie oteviené
kiivky, jejiz jeden konec (limita) je singuldrni bod (xg,yy) a smérnice
tecny trajektorie (z',y') mé nevlastni limitu,

e sedlo - v okoli bodu (xg, yy) existuji trajektorie, které se s rostoucim ¢
blizi k (x,y0) a zéroven se s rostoucim t vzdaluji od (zg, yo).

x|

UZEL

OHHIBKD

SEDLY

Obrazek 7: Typy singularnich bod.

Fdzové portréty vykreslujeme v programu M ATLAB. Nezbytnou funkci
je funkce ode45, coz je numericka funkce pro reseni diferencidlnich rovnic,
pro vykreslovdni vektoru zase pouZivame funkci quiver.
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